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При проектировании зубчатых передач в 
обобщающих параметрах [1...4] синтез эволь- 
вентного зацепления может быть осуществлен 
в более широком диапазоне вариантов, чем при 
проектировании по стандартизованной методи­
ке. При наиболее общем методе проектирова­
ния и несомненных достоинствах, касающихся 
заложенных в эвольвентную геометрию зуба 
резервов, его основной недостаток -  нестан­
дартность, требующая дополнительных затрат 
на изготовление инструмента для производства 
и контроля передачи. Метод применяется в 
случаях, когда при помощи стандартного инст­
румента невозможно изготовить зубчатое заце­
пление с требуемыми качествами, и, кроме то­
го, дополнительные затраты на расчет и изго­
товление окупаются значительным улучше­
нием эксплуатационных характеристик переда­
чи. Отметив^.также, что применение обобщен­
ных параметров целесообразно только в случае 
испол|Дрвания компьютерной техники, так как 
лишь в этом случае практически возможно по­
лучение оптимальных результатов.
В указанных выше работах для построения 
блокирующего контура используются обоб­
щающие параметры &12 (углы давления в точке 
на окружности заострения зубцСгв, тождествен­
но равные углам профиля в той же точке). Ана­
лиз блокирующего контура в координатах Эчі2 
подробно описан в [3]. Такая система построе­
ния не является единственно возможной при 
проектировании в обобщающих параметрах й ! 
не всегда удобна при расчетах. В настоящей 
статье автор предлагает методику построения и 
анализа области существования (блокирующего 
контура) эвольвентной зубчатой передачи 
внешнего зацепления, основанную на принци­
пах метода обобщающих параметров. Ниже 
приводится методика построения и анализа об­
ласти существования в координатах обобщаю­
щих параметров a a1t2 (углов профиля при вер­
шине зубьев), которая является, по мнению ав­
тора, более удобным аналогом по отношению к 
координатам &lt2.
Установим характер связи параметров S]i2 и 
а л1>2, используя уравнение [3]:
$ 12 = arcinv(mnl 2cosaaI 2 + inva0l 2) , (1)
где та -  параметр, характеризующий толщину 
зуба на окружности вершин; arcinvQ -  функция, 
обратная инволютной функции:
inva = tga -  a . (2)
Производная обратной функции arcinv() вы- 
числится по правилу
у' = (arcinv(x)y = —  
dx
1 _ 1 _ 1 
dx tg2 у  tg2(arcinv(x)) 
dy
(3)
Возьмем частную производную функции (1)
по аа
д& _ -  та sin а д + tg2a a
tg2 (arcinv(ma cosaa + іпуал))
я
(4)
Экстремум функции $ (ад) имеет место, 
если:
091 О о  та sin2 а а + s in aa + та = 0 . (5)
да
Решив уравнение (5), получим, что функция 
(1) в интересующем нас интервале (0 < аа < я/2) 
имеет экстремум (минимум) в точке, где
«<. экстр -arcsm ~ l + ł
1 + 4 m„
2 т„ (6)
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Известно, что параметр та в реальных пере­
дачах не превышает значение та = 0,17, при 
котором аа экстр = 9,5° -  невозможная для а а 
величина. Подставив в (4) любые значения: 
О < та < 0,17 и 9,5° < аа < п/2, получим, что
> 0 • Поэтому для практических расчетов в
д а а
диапазоне 9,5° < аа < п/2 можно принять, что 
функция (1) является монотонно возрастающей.
Из проведенного анализа следует, что зна­
чение Эх2тах на любой ИЗОЛИНИИ В КООрДЙНДТаХ 
0 1,2 соответствует значению осді,2тах в координа­
тах а Д1,2 для той же изолинии. Взаимоодно­
значное соответствие точек пересечения изоли­
ний и, кроме того, точек, где aw = awimx в коор­
динатах Si ,2 и а Я1,2, очевидно (уравнения 
изолиний). Таким образом, показано, что фор­
мулы [3] для этих точек блокирующего контура 
в координатах S Ji2 определяют те же значения 
того же контура в координатах осл],2. Не ограни­
чиваясь полученным результатом, покажем 
способ определения этих и других характер­
ных точек без использования параметров S 1>2, 
применяя параметры а Я],2.
Определим на изолинии коэффициента пе­
рекрытия в = const точку с максимальным зна­
чением угла зацепления <xw. Задача сводится к 
поиску экстремума функции = / ( а л]) по этой 
изолинии, неявно заданной системой уравне­
ний:
F, = таХ cosanl +mvanl +
+ и(та2 cosa„2 + invaa2) -  я/z, -  (1 + м)іп\«й, = 0;
Перепишем систему (10), (11) в другом виде 
и в дальнейшем будем пользоваться ею:
id F x d a w dFx daa2 II I S
2
d a w
<
d a oX daa2 d a aX d aa,
dF2 d a w dF2 daa2
II I
,d a w do-ai daa2 do.aX da „
( 12)
Применяя способ Крамера, определим вы­
ражение
da„ ^
V d ^"al Уе=const
(13)
где
dF, dF, dF, dFx
da„2 ; A, = d a al da a28F2 dF2 8F2 dF2
daw d a a2 d a a, da a2
Из (13) имеем
А дК 8F2 8R dF2
Д, = -------!-------— + -----!-------—
da„, даа2 даа2 дааХ
: 0* (14)
Определим частные производные от функ­
ций F u F2 п о  а а,,2:
8FX 1
Эай1 cos2 a el ’
8FX и
даа2 cos2a e2 ’
sf2 '2
T“^ -  = tg a «i - w e,s in a el;
Ua a\
(15)
(16) 
(17)
2тгр
F 2 =  tg<*„i + wtgart2 -  О + M)tgaw------ = 0.
7 .
Требуется определить условие равенств
= 0.
da ^
\ d a a\) E=COnSt
Запишем уравнения полных дифференци 
лов функций F], F2\
dFx
8FX dFx dFx
-danX + - r - ^ -d a ^  + -^-A- d a w = 0;
дааХ я1 да ка2 ' -4«2 d a w
dF2 = - ---- uu.ol
d aa.
dF, SF,
ło2 da
dF ur ui
1 da nX + - ^ - d a „ 2 + - ^ 2-d a w=0.
dua2
dF—- -^ = M(tg2a fl2- u ie2sinae2). (18)
daa2
Подставляя (15)—(18) в (14), после простых 
преобразований получим условие максимума 
функции a w при 8 = const
cos2 ааХ(1 + таХ sinael) = cos2 aa2(1 + ma2 sinaa2).
(19)
Из системы (12) получим выражение, харак­
теризующее максимальное значение <ха2:
da «2
V d O L a \  JV «* У E=COnSt
= —  = 0, (20)
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где Д, =
3F, 5F,
5F,
5««i
S F
За,. да ЯІ
Из (20) имеем
А 3F, 3f 2 3f  3f 2 аД2 = ------------ — + ---- - -----— = 0 .
d a w даа] дап1 d a w
(21)
Определим частные производные от функ­
ций Fu F2 по ocvv:
5F (м д-1) .
“  2 ’ (22)дак COS GCW
— i _
д аш
= -( l + «)tg‘a w. (23)
Тогда выражение (21) преобразуется к виду: 
cos2 a w = cos2 сха1 (1 + таХ sin а а1)
либо
l§a iv =
1
V c°s2 a„,(l + mal sinae])
■1. 124)
Из системы (12) можно так же определить 
выражение, характеризующее максимальное 
значение а лЬ при условии, что
\ danl\ «4 ye=:const
i
d a a2 Д2
= 0. (25)
da rtl
Таким образом, условие максимума а я]
. 3F дг\ dF, 3F,
d a w дао2 даа2 d a w
= 0. (26)
Подставив значения частных производных 
и произведя преобразования, получим:
cos2 aw = cos2 аа2 (1 + ma2 sin a a2),
или
1
cos a a2(l + m a2 sina„2)
— 1.
Числовые значения координат точки, где 
a w = (точка Q на изолинии в = const), по­
лучаем при решении численными методами
системы уравнений (7), (8), (19); значение ко­
ординат для точки а а2 = осотах (точка Е) -  ре­
шением (7), (8), (24); значение координат для 
точки а *1 = осотах (точка F) -  (7), (8), (27).
Определяем координаты точки В (пересече­
ния изолиний углов профиля начала интерфе­
ренций ар] = 0 и ар2 = 0) с помощью совместно­
го решения уравнения (7) и уравнений:
tg a pi = - ( 0  + u)tgaw -  tgaal); (28)
U
tga ,i = 0  + u)tgaw -  Mtgaa2, (29)
где <Xp\ ,2 -  углы профиля входа эвольвенты в 
зацепление.
Координата а аХ точки В определится по­
средством решения уравнения
(
т а[ cosartl - a fll + и
г
та2 cos
V
arctg а\ 1
V V и
+ m / a r c t F & 4 ^
V V и
+ (1 + M)arctg
J)
tg«„i i
1 + u
.JL +
= 0.
(30)
Координату a aj точки С (пересечения изо­
линий ap2 -  0 и г -  const) определяем, решая 
совместно (7), (8), (28):
С lib
I
2кв )}
V V 2^ jU
г mv arctg
/  . \\A2nt HI n
V 2^ ) )
31)
3
+ (1 + M)arctg| ~^ C I =  0.
и + й )
Координату a a2 точки D (пересечения изо­
линий a pi = 0 и s = const) определяем, решая 
совместно (7), (8), (29):
f
( 2 ^ )
I
Г
(  2jceVarctg + inv arctg
V l  zi ) ) V V z \ )  J
+ м(/яа2 cosae2 - a e2) - (32)
-----+ (1 + n)arctg ZMtgoa2x 
1 + и
= 0 .
44 Вестник БИТУ, № 1, 2004
Металлургия. Металлообработка. Машиностроение
а«г 10, град.
Рис. 1. Область существования передачи с изолинией максимального угла зацепления (q -  Q): 
Z\ = 20; z2= 26; та\ = 0,032; m(ll=  0,025
При одновременном анализе нескольких 
блокирующих контуров в координатах <ха\^ 
следует учитывать такую особенность, как из­
менение положения изолинии a w = const при 
изменении параметров таit2 (стягивание облас­
ти a w < a w const при увеличении та]Л к точке на­
чала координат), в отличие от координатной 
системы $ і52, в  которой оно остается постоян­
ным для любых mah2.
Пример области существования, а также 
изолинии a w, niax(g -  Q) для эвольвентной зубча­
той передачи внешнего зацепления, построен­
ный с помощью компьютерной программы по 
представленной методике, показан на рис. 1.
Решения, приведенные в настоящей статье, 
в преобразованном виде (без параметра $) ана­
логичны решениям [3]. Предлагаемая методика 
строит и анализирует блокирующий контур в 
координатах аа^ 2 без решения дополнительных 
трансцендентных уравнений перевода парамет­
ров а Я1,2 в $ 1,2, которые в отличие от первых не 
используются непосредственно для дальнейше­
го проектирования инструмента. Параметры 
а в1,2 вместе с zh2 и maU2 полностью характери­
зуют геометрию зацепления, не уступая пара­
метрам &ił2 в наглядности, более информатив­
ны, допускают быстрое определение важней­
ших качественных показателей по точкам 
изолиний, перестройку их в других координа­
тах без продолжительных приближенных вы­
числений. Большим удобством, с точки зрения 
автора, является линейная зависимость между 
коэффициентами та] и та2 в уравнениях изоли­
ний (та2 = А -  Ста\, где А и С -  постоянные для 
некоторого решения уравнения изолинии v!a\ и 
о!а2). Это позволяет для любой точки изолинии 
корректировать данные коэффициенты, не из­
меняя координат а'аи а 'я2, и значения некото­
рых других показателей. Параметры а яі,2 явля­
ются одновременно более удобными перемен­
ными для математического анализа возмож­
ностей передачи и оптимизации их на этапе 
проектирования.
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